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Introduction

Tout ou presque sur la M/M/1

Un peu de travail sur la M/M/ o

Une file avec blocage : 1a file M/M/1/K

Mod¢lisation d'un commutateur M/M/C/C (a I'ancienne)

Limites des lois markoviennes




Etude de la file M/M/1

Definition

CMTC associee

Stabilité

Analyse du régime permanent

Calcul des parametres de performances
Debit X
Taux d'utilisation du serveur U

Nombre moyen de clients Q

Temps moyen de s¢jour R




Définition de 1a M/M/1

A u
4> I

n(t)

MM/ ?
.0 ' Processus d'arrivée des clients dans la file : Poisson (A)
Temps de service d'un client : distribution exponentielle (u)

File de capacit¢ infinie
Serveur unique

Discipline de service de la file : FIFO




CMTC associée a la M/M/1

' Description : processus {n(t)} _. : stochastique, espace

t>0
d'¢tats discrets, temps continu, sans memoire

= c'est bien une CMTC !

Graphe associ¢




Stabilité d'une M/M/1 ?

Construction de la CMTD incluse avec :

A

p=— a'q=—£—
A+ A+

CMTD inclusedansla CMTC dela file M/M/1




Stabilité de la M/M/1 ?

" Etude de la CMTD incluse :

p>q, 1€ A>u, tous les ¢tats sont transitoires
p=(q, 1€ A=p, tous les ¢tats sont récurrents nuls

p<q, 1€ A<y, tous les ¢tats sont récurrents non nuls

Donc :

A= = états transitoires ou récurrents nuls = Vn, p(n)=0

A<u = états récurrents non nuls = ¥n, p(n)#0




Analyse du régime permanent de la M/M/1

Analyse stationnaire d'une file stable (A<u)

p(n) = probabilite stationnaire d'étre dans I'état n

Comment calculer ?
Systeme d'€équations lin€aires
Equations de balances locales

Equations aux fronticres




Régime permanent
1. Systéme d'équations linéaires

Rappel : avec les bonnes conditions, p(n) est solution de :
pO=0 et ) p(n)=1
n=0

ou p=[p(0), p(1),...] estle vecteur des probabilités stationnaires
ou Q est e génerateur infinitésimal de la CMTC :

—A A 0
U —(A+p) A 0
0= 0 U —(A+p) A 0
R 0 U —(A4u) A 0
' 0 oo —(Atp) A
: 0

TR



Régime permanent
2. Balances locales

Equations d'états a 1'équilibre :

four tout etat j, flux sortant de j = flux entrant dans j|

p(0)2=p(1)s
p(1)(\+a)=p(O)1+p(2)s

| pn)(A+p)=pln=1)A+p(n+1)y, Vn>1
~ 0 Quelques lignes de calcul plus loin = balances locales

p(0)A=p(1)u
p(l)?\=p(2){u

p(n)?\=p(n-|;1)u, V¥ n=0




Régime permanent
3. Equations aux frontiéres

Déecomposition en deux sous-systemes E1 et E2 dont on
cgalise les flux




Régime permanent de 1la M/M/1

A
Ennotant: p=—onaalors  p(n)=pp(n-1),Vn=1

- p(n)=0"p(0), ¥ n=0

Calcul de la constante de normalisation : Z_;) p(n)=1




Parametres de performances
Débit X
" Débit X ?

Un service est effectué avec un taux u si le systeme contient au
moins un client :

X =Proba{file non vide} u=) p(n)u=[1-p(0)]u=pu=2A

n=1




Parametres de performances
Taux d'utilisation du serveur U

Taux d'utilisation ? C'est 1a probabilité que le serveur de
la file soit occupé :

Uip )=[1-p(0)

n=1

':|>




Parametres de performances
Nombre moyen de clients Q

Nombre moyen de clients = espérance du nombre de
clients :
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Parametres de performances
Temps moyen de s¢jour R

" Utilisation de la lo1 de Little:

p=do_1
X p(l-o

Se qui s'écrit : R:1—+ 0
uu(l-g)




Etude de la M/M/oo

Deéfinition

CMTC associce

Stabilité

Analyse du régime permanent

Calcul des parametres de performances
Débit X
Taux d'utilisation du serveur U

Nombre moyen de clients Q

Temps moyen de s¢jour R




Deéfinition de 1a M/M/

' M/M/xo ?

Processus d'arrivée des clients dans la file : Poisson (A)
Temps de service d'un client : distribution exponentielle (1)

Nombre illimité de serveurs identiques et indépendants les uns
des autres




CMTC associée ala M/M/

' A nouveau, description d'état la plus simple : {n(t)} _,

stochastique, espace d'¢tats discrets, temps continu, sans
memoire

= c'est bien une CMTC !

Graphe associ¢




Explication des taux nu ?!

Lorsqu'll y a n clients dans la file, le taux de transition
de I'état n vers I'état n-1 est : nu ?

" P=proba(n — n-1 en dt) ?

Un des n clients termine son service (le 1¢, le 2™, ..., le n°™)
Aucun client n'arrive pendant dt !

Or:
proba(client termine son service, expo(u)) = pdt+o(dt)
proba(client ne termine pas son service, expo(u)) = 1-udt+o(dt)

proba(aucun client n'arrive, poisson(A)) = 1-Adt+o(dt)

n

© P p, o (d)=D ) (pdt+o(dt))(1—pdt+o(dt)) ™" |(1=Adt+o(dt))

J=1

Developpement limité du 1< ordre : P- Dy 1(a't |J=nudt+ol(dt)




Stabilité de la M/M/

Rappel : condition de stabilit¢ d'une file M/M/1 ?
le nombre moyen de client arrivant dans la file par unité
de temps doit étre inférieur a la capacite de traitement de

la file

Serveur infini ?

Tout nouveau client se présentant a l'entrée de la file est
immeédiatement traitée

= Une file M/M/oo est toujours stable !




Analyse du régime permanent M/M/c0
équations aux frontieres

pn=1)A=p(n)nu, Vn=1
A
soit p(n)=% p(n—=1), Yn=1 ou p=—
n u

n

et : p(n):i—/p(O), Vnz1

[E—
|
g~

Condition de normalisation : p(0)=

n

Et finalement : p(n)=Q—/e_Q Vn=1
n:




Parametres de performances de la M/M/oo
Débit X
' Le service s'effectue avec un taux nu dans chaque état
lorsque le systeme contient n clients :

00 n

X=Y pln)np=e?y, —2—=e"ge’ u=pu=A
n=1 n=1 (l’l‘l)./




Parametres de performances de la M/M/oo
Nombre moyen de clients Q

0

0= mp(n)=e*Y —S—=e"ge’=g

n=1 n=1 (7’1—1)!_




Parametres de performances de la M/M/oo
Temps moyen de séjour R

Utilisation de la lo1 de Little

p=f_o 1
X A oy




Une file avec blocage :
la file M/M/1/K

C'est un file identique a la file M/M/1 mais la capacité de
la file d'attente est finie.

S1 un client arrive (suivant une loi de Poisson de taux A) et qu'il
y a d¢ja K clients présents dans le systeéme, 1l est perdu !

MO

|
nH<K




CMTC associée a la file M/M/1/K

' Description : processus {n(t)} _. représentant le nombre

t>0
de clients dans le systeme : stochastique, espace d'¢tats
discrets (et fin1), temps continu, sans mémoire

= c'est bien une CMTC !

Graphe associ¢ :




Stabilité d'une file M/M/1K

CMTC : irréductible et, comme 1'espace d'état est fini, tous
les états sont récurrents non nuls

Il n'y a donc pas de condition de stabilit¢ pour la file M/M/1/K




Analyse du régime permanent de la M/M/1/K

g |
o 1
" i

Soit p(n) la probabilit¢ d'é€tre dans 1'¢tat n.

p
- T
| - 1
E

Equations aux frontiéres
= pn=1)A=p(n)u pourn=1, .., K

A
Soit: p(n)=pp(n—1) pourn=1,..,Kou: p=—
u

Et finalement : p(n)=p" p(0) pourn=0, ..., K
En utilisant la condition de normalisation, on peut déduire p(0) :

1 1 =p
p0)=%—=——"%
I =p

2.0
n=0
. . 1 -p
Ce qui permet d'écrire finalement : p(n)= —p" pour n=0

- !!!




Parametres de performances

Débit X
.
) n(t) <K
' Calcul du débit moyen

' Mesurer le taux de départ des clients en sortie du serveur : X

Mesurant le taux d'arriveée effectif des clients acceptés dans le
systeme : X_




Parametres de performances

Débit X (fin)
' X = p des l'instant ou la file n'est pas vide :
K K+1
X ,=Proba(file non vide} =) p(n)u=[1—p(0)]u=[1) pKH u
k=1 -p

' X_= A des I'mstant qu'un client arrive lorsque la file
n'est pas pleine :

K-1 - 1 _pK

X, =2 p(n)A=[1-p(K)]A —
—p

' Finalement, comme p=A/u : X =X =X




Parametres de performances
Taux d'utilisation du serveur U

K p—pk*! [ =k
U= p(n)=1-p(0)= =p

~ 0 _pK+1 1 _pK+1

Dans le cas d'une file a capacite limitée, le taux
d'utilisation n'est plus égal a p !

o 1

Nous avons toujours : U = X/u mais 1c1 X#A




Parametres de performances
Nombre moyen de clients Q
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Parametres de performances
Temps moyen de séjour R

Quel temps de s¢jour ?

Temps moyen de séjour d'un client arrivant dans le systeme R

Temps moyen de s¢jour d'un client effectivement admis dans la
file d'attent R.

Calcul ? Application de la loi de Little !




Parametres de performances
Temps moyen de séjour R (suite)

En ne considérant que les clients effectivement admius :

p=?
X
En considérant tous les clients, y compris les rejetes :

9
R =%
)

Soit « la proportion de clients admis dans le systeme :

X
="
A

. X
Finalement : R;=aR+(1-x)0 =7R




Limite des lois markoviennes

Les lois de service et d'arrivée sont de mauvaises
approximations de

Lois fortement déterministes

Lois fortement indéterministes

L'hypothese des arrivees et des services individuels
exclut :

Les arrivées groupées

Les services groupe€s




Recherche de lois plus générales

Les files a loi d'arrivées et loi de service markoviennes
ont pour comportement un processus de naissance et de
mort...

Quelles lois pour comportement de chaines de Markov
quelconques ??

Intérét : couvrir une large gamme de lois et €tre une bonne
approximation des autres....

Inconvénient : trouver au cas par cas la résolution de la chaine
de Markov !



On a trouvé ! (des lois plus générales...)

Quelques extensions :

Erlang ou comment rendre plus déterministe les lois
markoviennes

Markoviennes a arrivées multiples

Hyperexponentielles ou comment rendre moins déterministe
les lois markoviennes

Cox : généralisation des lois Erlang et Hyperexponentielles




Distribution d'Erlang

Comment rendre plus déterministe les lois markoviennes ?
- Idée :

Répéter la méme experience de maniere indépendante rapproche la
lo1 de son espérance

Un service de taux p est remplace par r services de taux r.u

L D

devient

Attention : un seul serveur, donc un seul client servi !




Distribution Hyperexponentielle

~ K Comment rendre moins déterministe les lois markoviennes ?
A Idce:
Choix probabiliste entre serveurs hétérogenes

' Un service de taux p est remplace par des services de taux p,,
chacun pouvant étre choisi avec une probabilité o avec 2o/u=1/p




