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Plan du cours

Motivations
Processus markoviens

v " Files d'attente :

Définitions, formalisme
Performances

Quelques files simples

Réseaux de files d'attente (a forme produit)
' Reéseaux de Petri (1bl)




Modalités

Cours (fva & 1bl), TD, TP (sous OPNET Modeler)
Note finale = 0.75*DS + 0.25*CC
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Agenda

Pré-requis
Chaines de Markov a temps discret
.... et a temps continu

Processus de Naissance et de Mort




Préliminaire

Probabilités (Bayes, thm des probabilités totales, etc.)
Esperance

Variance

Lo1 exponentielle

Processus de Poisson et processus sans memoire

Processus stochastique




Processus stochastique ?

: F'--f":{- Definition : Un processus stochastique {X(1)} __est une

fonction du temps dont la valeur a chaque instant depend
de l'issue d'une expérience aléatoire.

Un processus stochastique est donc une famille de variables
aléatoires (non indépendantes)

Le temps T, peut étre discret ou continu

L'ensemble E des valeurs que peut prendre X(t) est appelé espace
d'états et peut etre discret ou continu

= le processus de Poisson est un processus stochastique




Espace d'états discret/continu
Temps discret/Continu

Une trajectoire d'un processus est décrit par un couple
(espace, temps)

L'espace peut €tre discret (ED) ou continu (EC)

Le temps peut €tre discret (TD — top d'horloge), continu (TC —
¢coulement du temps), temps continu ou les ¢évolutions n'ont lieu
qu'a des 1nstants discrets (EvD)

ml ]

>



Ex/Ty : Quelques exemples

EC/TC : réaction chimique ou le mouvement de particules
en interaction

EC/TD : mode¢le journalier de remplissage d'un barrage

ED/TC : le nombre de particules au cours d'une réaction
chimique

ED/EvD : nombre de clients dans une file d'attente

ED/TD : le gain d'un joueur a chaque ¢tape



Agenda

Pre-requis
Chaines de Markov a temps discret
.... et a temps continu

Processus de Naissance et de Mort




Ce que I'on va apprendre

Le formalisme en temps discret : chaines de Markov
Et sa version en temps continu

Utilisations

= Outils simples de mod¢lisation

= Neécessaires pour la theorie des files d'attente




CMTD ou...
Les Chaines de Markov a Temps Discret !

Soit un processus stochastique

{X a temps discret et
n- neN
espace d'états discret... ST ¢
5 S ——— .
a4 o
E peut-étre fini ou infini (mais  ~ ’
r A b [ ]
dénombrable) Le
1 2 3 4 5 o N T

Processus stochastique a espace d'états discrets
et temps discret




Deétinition de {X § _

Définition
X } _ estune CMTD ssi :

P[Xn=j / Xn_1=in_1, X =in_2, e XOZiO] = P[Xn=j / Xn_1=in_1]

n-2
1.e. C'est un processus sans mémoire ! De plus :
PIX =, X, =i, s X =, o s X=i 1=, P, PP,

n-2 n-2’ 0 0 igip ¥ iqip in-1in
Restriction
On ne considere que les CMTD homogene, ie tq :
P, = PX=j/X =i]VneN

rq : on vérifie toujours : ), p,=1
jEE



Représentation

' CMTD = Graphe orienté ' Matrice transition
12 ; P = [pij]i,jeE
P O / 0 pyp 0 P14\
41 P33 b= 0 0 1 0
E={1 2 3 4} p31 O p33 O
f \ i1 0 0 0
Py=py=1
\Pptp=log
\P33+p31=1 |




Jouons a la souris (1)

2 hypotheses :

2

1) souris amnésique

2) déplacement aléatoire (choix couloir équiprobable)

Out




Jouons a la souris (1)

2 hypotheses :

1) souris amnésique

/ 2) déplacement aléatoire (choix couloir équiprobable)
3

< Processus de
J modélisation

- 1 état pour modéliser la sortie

Out - 1 piéce=1état delaCMTD

- 1 couloir = 1 transition entre état

- choix aléatoire d'un couloir = valuation
des transitions par des probabilités




Jouons a la souris (1)

2 hypotheses :

1) souris amnésique

.2
/ 2) déplacement aléatoire (choix couloir équiprobable)
G5

Processus de
modélisation 12
1/2
Out vz y
2
1/4 Ua
(3 4

CMTD homogene




Jouons a la souris (1)

Modele de déplacement
dela sourisdansle
labyrinthe

|maginons que la souris soit initialement dans lapiece 2!

Quelgues questions que |I'on peut se poser :
- Quelle est |a probabilité qu'elle y soit a nouveau apres
4 déplacements ?

- Combien de fois passera-t-elle en moyenne par la
piece 3 avant de sortir ou de tomber définitivement
danslapiece5?

- Quelle est laprobabilité que la souris sorte un jour ?

- Combien en moyenne fera-t-elle de déplacements pour
revenir danslapiéece2 ?



Jouons a la souris (1)

Model e de déplacement
dela sourisdansle
labyrinthe

|maginons que la souris soit initialement dans lapiece 2!

Quelgues questions que |I'on peut se poser :
- Quelle est laprobabilité gu'elle y soit a nouveau apres
4 déplacements ?
43
16

- Combien de fois passera-t-elle en moyenne par la
piece 3 avant de sortir ou de tomber définitivement
danslapiece5?

g R,=2

- Quelle est laprobabilité que la souris sorte un jour ?

1
f=%
- Combien en moyenne fergl-t-elle de déplacements pour
revenir danslapiéece2 ?




Analyse d'une CMTD

Régime transitoire
Distribution du temps de s€jour dans un ¢tat

Classification des états

v/Etats\ Etats
Périodiques Apériodiques Transitoires  Recurrents
Nuls Non nuls

Régime permanent




Régime transitoire d'une CMTD

' But : déterminer le vecteur 1t des probabilité d'états T

" £ P[X =j] pour que le processus {X } _ se trouve
dans 1'état j a la n°™ étape du processus :
def —
(™) def [.n.j(n)]jEE — [ﬂ.l(n), .n.z(n), ]
" Deépend de :

[La matrice de transition P

Le vecteur de probabilités initiales 7"




Le départ de la souris (2)

|maginons que la souris soit initialement dans lapiece 2!
l

(0) _
n"=(0,1,0,0,0,0] soit | ™!
(0) _ :

" : Etat du processus d lan™ tape du processus




Régime transitoire (...)

Formule des probabilités totales :

= P[X =/]= Z P[X =jIX, _ =i]XP[X _=i]

zeE
Z 'IT Xpy

ieE
7T(n) _ -y p

(0] pr




Régime transitoire (...)

Formule des probabilités totales :

Zn Xpy

icE

Retour sur notre exemple :

(n) ___(n=1) (n=1) (n=1)
T =T, Xp+Ty XPytmy Xpy

w_1 _w-n, 1 -, 1 -y
M, —2—1T1 -|—2—1T2 +4—1'r3




Régime transitoire (...)

Formule des probabilités totales :

Z " x P; " =n"" % p

icE

S (0) p

" Evolution globale du processus X

Soit pij(m) la probabilité de transition de 1 vers j en m étapes :

pij(m) = P|:)(n+m:j / XnZI]

py Zplk pk]

keE




Le retour de la souris (3)

|maginons que la souris soit initialement dans lapiece 2!

- Quelle est laprobabilité gu'elle y soit a nouveau apres
4 déplacements ?

ie - caleul dett! sachant que m'¥'=1
2 q 2




Le retour de la souris (3)

|maginons que la souris soit initialement dans lapiece 2!

- Quelle est laprobabilité gu'elle y soit a nouveau apres
4 déplacements ?

ie - caleul dett! sachant que m'¥'=1
2 q 2

/\

" =m"% p" n"=P[X,=j]=) PlX,=jlX,=i]xP[X,=i]

i€E



Temps de sé¢jour

" Distribution du temps de s€jour (propriete) :

Le temps (en nombre d'étapes) passé dans un état d'une
chaine de Markov en temps discret a une distribution
géometrique (de parametre p,, pour tout etat j)




Classification des états d'une CMTD
irreductible

Définition : une CMTD est dite irréeductible ssi1 de tout

c¢tat 1 on peut atteindre tout ¢tat j (en un nombre fini
d'étapes) :

Vi,jeE, Am>1 tel que pf.;")#O

Remarque : tout chaine non irréductible possede au
moins une sous-chaine absorbante




Classification des états d'une CMTD
peériodique
Définition : un ¢tat j est périodigue si on peut y revenir
qu'apres un nombre d'étapes multiple de k > 1

dk>1 tel que pf.;")= 0 pourm nonmultiple de k.

Remarque : 1a periode de 1'état j est alors le plus grand entier
k vérifiant cette propriété

Définition : la période d'une CMTD est égale au PGCD de
la periode de chacun de ses ¢tats. Une CTMD est dite
périodique s1 sa periode est supérieure a 1 (et apériodique si
sa période est e¢gale a 1)

Propriéte : la période dune CMTD est ¢gale au PGCD de la
longueur de tous les circuits du graphe associé




Classification des états d'une CMTD
transitoire

" Soit f.™ la probabilite que le premier retour en j ait lieu n
ctapes apres 1'avoir quitte.
" Soit £, la probabilité de revenir enj apres 1'avoir quitte :

f]] Zf‘JJ

" Soit M, le femps moyen de retour en j: = i
Définition : un ¢tat j est dit : .

' Transitoire si fjj <1

' Récurrent si fjj =1 ;deplusilest:

Reécurrent nul si le temps moyen de retour en infini : M, = o0

Récurrent non nul st le temps moyen de retour est fini : M, < oo




Classification des états d'une CMTD
transitoire (...)

Ergodique = aperiodique et récurrent non nul

Propriété : tous les ¢tats d'une CMTD i1rréductible sont
tous de méme nature

Propriéte : tous les ¢tats d'une CMTD irréductible finie
sont reécurrents non nuls.




Sous-chaine
absorbante 1- °

O

L]
-
* 0
-
*
m 8

o1 Sous—chaTne
Etat 1 : TRANSITOIRE car f,,= f§1>=z<1 absorbante 2

Etat 6 : RECURRENT NON NUL car f=f\2=1 et M,=2 <
Etat 3 : RECURRENT NON NUL car f,=1 etM,=5




Autres parametres de performances...

f(l)_PU
fgj _Z zkf

k#j

! fij(“) : proba(i — j en exactement n étapes)

1 f proba(i — j en n, quelconque d'étapes)

fl] ny ‘Pﬁz plkflg

k#j
' Soit R, le nombre moyen de passages par 1'état j sachant que

I'on vient de 1'état 1

szEZ nProba (exactement n passages par jlétat initial =i)

n=1




La trappe de la souris (4)

-

<

|

Out

|maginons que la souris soit initialement dans lapiece 2!

2

- Combien de fois passera-t-elle en moyenne par la
piece 3 avant de sortir ou de tomber définitivement
danslapiece5?

ie : on cherche le nombre moyen de passages en 3 !
R;=nb moyen de passages par l'¢tat j
sachant que I'on vient de ['¢tat i

g

(1_f33)
fu=--



Sauvons la souris (5)

|maginons que la souris soit initialement dans lapiece 2!

/v2 - Quelle est la probabilité que la souris sorte un jour ?
%4 « SORTIE = état 6 — Calculons f
J Jo=Pu S 16t Dot s6=--
Out




La souris tourne en rond (6)

|maginons que la souris soit initialement dans lapiece 2!

2

- Combien en moyenne fera-t-elle de déplacements pour
/ revenir dansla piéce 2 ?
<

Réponse : M, =temps moyen de retour en 2 !

Out




Régime permanent

Etude d'un état stationnaire (s'il existe !1!)

1.€. : on s'intéresse a la limite lorsque n — oo du vecteur
des probabilités 7r(n)

Cette limite existe-t'elle ?

Comment la calculer (si out) ?




Comment analyser ?

" Facile ! Tl suffit d'étudier lim[n"=n"'P"]

n—oo

Mais comment faire pour calculer P"?

Diagonalisationde Pen: p={~'.p-pu D est la matrice des
valeurs propres, U base (inversible)

" Dou: p'=y'.pDU

L'existence du régime stationnaire se résume a l'existence et au
calcul éventuel de :

lim U~ .p"U

n— o0




Comment analyser (plus simple)

Intuitivement, on a envie de dire :

régime permanent = 1" = 71!

Donc, 1l faut résoudre ™ = P

Mais quelles sont les conditions pour que ¢a marche ?
Chaine irréductible
CMTD aperiodique

Etats récurrents non nuls




Régime permanent : Propriété

' Dans une CMTD 1rreductible et apériodique le vecteur 7t
des probabilités limites m=lim 7' &xiste toujours et est

indépendant de la distribution’des probabilités initiales '
" Soit tous les ¢tats sont transitoires ou récurrents nuls et 71.=0 pour
toutj € E

' Soit tous les états sont récurrents non nuls et les us sont solutions
du systeme :

1Tj=Z1Tl.pl-j, V jeE

i€EE

an:l




Quelques remarques

' 1Tj=Z7Tl-pij, VjeE  m=nP

i€EE

' 7Tj=ZTTl-pl-j = erjpﬁ=2nipij caerjl:l

icE i€E jEE i€E
' mp,=nbmoyen de transitions de j vers 1 par unité¢ de temps, donc

la somme (2) est le flux moyen de sortie de 1'état |

" Idem pour 1 p, qui le flux moyen d'entrée dans I'état

" Donc en régime permanent, on peut €crire :

rour tout état j, flux sortant de j = flux entrant dans JI

' Si1 les probabilités stationnaires existent, alors : nl:]\l/[—




Agenda

Pre-requis
Chaines de Markov a temps discret
... €t 2 temps continu

Processus de Naissance et de Mort




L.a version continue des Chaines de Markov

Soit un processus stochastique

(X} atemps continu et ol
n- neN
espace d'etats discret... 6
5
4
E peut-€tre fin1 ou infini (mais 3
dénombrable) 2| —
1 :
-
TO Tl T2 T3 T4 -

Processus stochastique a espace d'états discrets
et temps continu



Définition de {X }

Définition
X}, estune CMTC ssi:

PIX(t)=1/X(t )=, X(t )=, .., X(t)=1]=P[X(t )=/ X(t )=1 ]

n-1? 22

1.e. C'est un processus sans meémoire !
Restriction

§ On ne considere que les CMTC homogene, c'est-a-dire celles
- § dont les probabilités p, sont indépendantes des instants

d'observations, soit :
P, (O P[X(t+s) =]/ X(s)=1] Vs =0




Caractérisations d'une CMTC

Une CMTC est un processus stochastique a espace
d'états discret et a temps continu tel que :

Le temps passé dans un état 1 a une distribution exponentielle
de taux p.

Les transitions d'un état 1 vers les autres états sont probabilistes




Analyse des CMTC's

A une CMTC, on associe une matrice Q, appelce
genérateur infinitésimal tel que :

_Z“U Hiy R
I
uzl — u2j )
Q = j#2
H;; H;;




Régime transitoire

' Consiste a déterminer le vecteur 1r(t) des probabilités
d'état : m(¢)=P[X(t)=/]aj@lit instant du processus :

()= (0)]ep=lm (), 1), ]

" De la méme fagon que pour une CMTD, ce vecteur des
probabilites dépend :

Du générateur infinitésimal Q

Du vecteur des probabilités d'états initiales 1(0)

On montre que :
(¢)=m(0)e”

(2Qt)2 J4...

avec e =1d + 0Ot +




Analyse du régime permanent d'une CMTC

Comme dans le cas discret :

lim 7t (¢tExiste-t'elle ?

S1 elle existe, peut-on la calculer ?

Rappel : pour un CMTD, la condition est d'étre
irréductible et aperiodique !

Periodicitée d'une CMTC ?...




Classification des états

Etats

—

Transitoires Récurrents

—

Nuls Non nuls

S1 la CMTC est irréductible alors tous les états sont de
meme nature

2 Lien fort entre CMTC et CMTD = notion de CMTD incluse




CMTD incluse

Définition : La CMTD incluse dans la CMTC de
générateur infinitésimal Q, avec les ¢léments q,; = Hp;

(1#]), est une chaine de Markov a temps discret dont la
matrice de transitions a pour ¢léments les P,

CMTD incluse

IJ.
Avec : m;=—=
H

i__ My
i Z“ik

k#i




Conséquences de la chaine incluse

Propriéetés : une CMTC est irréductible ssi la CMTD
incluse est irréductible.

' 1€ CMTC est transitoire © 1 € CMTD incluse est transitoire

' 1€ CMTC est récurrent © 1 € CMTD 1ncluse est récurrent

Propriéte : Tous les ¢tats d'un CMTC 1rreductible sont de
meéme nature :

Soit tous transitoires,
Soit tous récurrents nuls,

Soit tous récurrents non nuls.

S1, de plus, E est fini, tous les ¢tats sont récurrents non nuls



Existence des probabilités stationnaires

' Propriété : Dans une CMTC irreductible, le vecteur 1t des

probabilités limites T;=lim;(¢) existe toujours et est
indépendant de la dlstnbutlon des probabilités mitiales 7r(0).

' Soit tous les états sont transitoires ou récurrents non nuls et 1Tj:O
pour tout ] € E

' Soit tous les états sont récurrents non nuls et les T, sont I'unique
solution du systéme :
Z m.q,=0, VjEE

i€k

Zﬂi=1

i€EE




Quelques remarques

! eriqij:O,VjEE < m0=0

i€EE

ZiEETriql'jzo @Ziijniqzj_l—njq]j:o

OF §y=Hy el 4=~ L, Hj

_ Donc Zi;«éj T U =Zi¢j T,

Derniere €quation = équation d'etat traduisant 1'équilibre entre
: le flux entrant dans I'état j et le flux sortant de 1'état j, 1.e.

Pour tout état j, flux sortant de j = flux entrant dans j




Résolution numérique des CMTC

Utilisation de méthodes itératives

| :’j- '- ' Gauss-Seidel, Jacobi, méthode de relaxation SOR/SSOR
" Outils :
i PRISM (Probabilistic Symbolic Model Checker) :
http://www.cs.bham.ac.uk/~dxp/prism/
MathLab

Mobius (Model-based environment ofr Validation of System,
Reliability, Availablity, Security and Performance)
http://www.mobius.uiuc.edu/




Agenda

Pre-requis
Chaines de Markov a temps discret
.... et a temps continu

Processus de Naissance et de Mort




Processus de Naissance et de Mort

' Cas particulier des processus Markoviens tels que {X =1}
Stable =>X =1
Mort =>X = 1-1

Naissance => Xn+1 = 1+1

A

X




Processus de Naissance et de Mort
(temps continu)

' Dans un ¢tat E_et dans un petit intervalle de temps At seuls
deux evénements peuvent se produire :

Naissance : probabilité = A, At
' Mort (s1 k>0) : probabilité = p, At

... et rien se produire avec une proba = (1—(A,+u,))-At

La matrice des taux de transition est definie par :

Q=2+ 1y)
Q1=

-1 =Hy pour k>0
q,=0 sinon




Etat stationnaire d'un processus de
naissance et de mort (1)

Représentation graphique de la chaine de Markov

AO A1 g Ak-l Ak
OO T BN CA
Hy Hy Hy Hia

Equations d'états d'équilibre :

Pour tout état j, flux sortant de j = flux entrant dans j

u p(1)=4, p(0)
(Ay+u) p(k)=2,_ plk=1)+p,, p(k+1), pour k>1

A
soit p(k+1)==~

My 41

k-1 Ai
done =T 1310 11
i=0 i1

p(k)




Etat stationnaire d'un processus de
naissance et de mort (2)

Condition de stabilité (ergodicite)

>

k=1 i=0 H,+1

klA

' Une condition suffisante : a partir d'un certain ¢tat le
rapport naissance / mort reste inférieur a un seuil < 1

A
dp<l, k, telsque k>k, =—<p

i

La formule générale :  p(k)=—2—




Processus de naissance et de mort célebres...

Processus de Naissance Pure :

Pas de mort : p =0

Taux de naissance indépendant de la population : A =A
(A)]
k!

Il s'agit de... la lo1 de Poisson défini par:  p (¢)=

Processus de Mort Pure :

Pas de naissance : Ak=O

Taux de mortalité indépendant de la population : u =pu

Il s'agit de... la loi exponentielle :  p,(t)=e™




